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摘　 要 基于从稀薄流到连续流的跨流域气体动理论统一算法（ ｇａｓ⁃ｋｉｎｅｔｉｃ ｕｎｉｆｉｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ＧＫＵＡ） 通过数值求

解考虑转动自由度激发的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ⁃Ｒｙｋｏｖ 模型方程 得到了一种跨流域非定常流动数值模拟的方法． 该求解方法

以 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型方程为控制方程 在常温状态下如果考虑转动能激发的情况则选用 Ｒｙｋｏｖ 模型． 文中数值求解

Ｒｙｋｏｖ 模型时 首先基于转动能模对速度分布函数积分以消去分子转动能量这一自变量 在速度空间应用自适应

离散速度坐标法与数值积分演化更新计算技术 在位置空间应用 ３ 阶 ＷＥＮＯ 空间离散格式和 ３ 阶显式 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 时间推进． 针对经典的二维 Ｋａｒｍａｎ 涡街流动现象进行数值模拟 说明该跨流域非定常流动模拟算法对于连

续流区低速流动的适应性．
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引　 言

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程［１］是描述气体分子运动状态和

运动规律的确定论基本方程 主要描述单原子气体

或简单气体的分子输运特性． 不考虑外力场影响的

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程如公式（１）所示

∂ｆ
∂ｔ

＋ ξ·∂ｆ
∂ｒ

＝ ∫
Ｒ３

∫４π

０
（ ｆ∗ ｆ∗

１ － ｆｆ１）ξ ｒσｄΩｄξ １ （１）

其中 ｆ 为气体分子的速度分布函数 ｔ ｒ ξ 分别为

时间、 位置空间坐标、 分子速度 ξ ｒ 为碰撞分子的

相对运动速度 σ 为微分碰撞截面 与分子之间的

作用力模型相关 Ω 为两个分子碰撞后相对速度的

方向 Ｒ３ 表示 ξ １ 的三维速度空间积分．
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Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程通过对气体分子速度分布函数

矩积分得到流动的宏观参数 可描述从稀薄流到连

续流跨流域气体流动由非平衡态向平衡态演化的

过程［２］ ． 然而 直接采用理论分析或数值方法研究

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程很难实现 困难在于［３⁃４］  （１） 几率

密度分布函数 ｆ 具有至少 ７ 个自变量 维度太高 
（２） 碰撞项高度非线性 且具有高维积分特点 并

与分子碰撞模型相关 极其复杂． 虽然 Ａｑａｒｗａｌ
等［５］ 、 Ｋｏｌｏｂｏｖ 等［６］ 在求解 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程或广义

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方 程 （ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ，
ＧＢＥ）方面取得了一些进展 但也并未实现对碰撞

项的直接求解 并且由于求解过程复杂 计算代价

很大 导致很难应用到工程中．
正是由于 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程具有高维度、复杂碰

撞积分项的特点 对于跨流域非定常问题 特别是

稀薄过渡区的低速非定常流动 其数值求解应该考

虑基于 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 的运动模型方程［７⁃１２］ ． 近年 Ｐｏ⁃
ｌｉｋａｒｐｏｖ 等［８］通过求解非定常 Ｓｈａｋｈｏｖ 模型方程得到

了气流穿过方形切口的瞬态流动 并说明定常流场

建立的时间与背压压比和气体稀薄度相关． Ｌｉｈｎａ⁃
ｒｏｐｏｕｌｏｓ 等［９］ 通过数值求解时间依赖的 ＢＧＫ 运动

方程 分 析 了 圆 柱 管 道 中 的 气 体 启 动 过 程．
Ｃｈｉｇｕｌｌａｐａｌｌｉ 等［７］ 求解 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ⁃ＥＳＢＧＫ 模型方程

发展了一种三维非定常稀薄流动求解器． 实践表

明 基于 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型方程的数值求解方法是模

拟稀薄流到连续流跨流域非定常流动的有效手段．
为了求解 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型方程以得到跨流域数

值模拟方法 李志辉等在速度空间采用离散速度坐

标法 位置空间应用计算流体力学有限差分方法 
建立起从稀薄流到连续流的跨流域气体动理论统一

算法（ｇａｓ⁃ｋｉｎｅｔｉｃ ｕｎｉｆｉｅｄ ａｌｇａｒｉｔｈｍ ＧＫＵＡ） ［１３⁃１４］  并

在定常流动研究中得到了较好的应用［１５⁃１６］ ． 实际上 
统一算法的求解过程是通过长时间非定常输运模拟

得到最终的定常流动状态 因此可通过技术改进得

到整个非定常气体流动演化过程． 前期已分析了一

维、二维跨流域非定常流动特征与稀薄效应对非定

常流场影响机制［１７］  并用于求解分析稀薄平面喷

流扩散进入真空环境的非定常过程［１８］ ． 结果表明 
基于 ＧＫＵＡ 的非定常流动求解器对于高真空自由

分子流、稀薄流、过渡流等流区的超声速非定常流

动具有较好适用性． 因此 本文对连续流区的经典

Ｋａｒｍａｎ 涡街问题进行模拟 以确认该跨流域非定

常流动模拟算法对于连续流区低速流动的适应性．

１　 控制方程及计算方法

１．１　 控制方程

ＧＫＵＡ 能 够 求 解 各 种 模 型 方 程［１９］  包 括

ＢＧＫ［２０］  ＥＳ⁃ＢＧＫ［２１］  Ｓｈａｋｈｏｖ ［２２］或者其他模型．
对于氮气或者空气 室温状态下分子的转动能就已

完全激发［２３］  因此采用考虑转动自由度影响的双

原子气体动理论模型方程能够更好地描述氮气流

动． 此外 众多学者已经对高温条件下多原子气体

分子的振动能开展了有意义的分子动力学建模分

析和数值计算工作［２４⁃２７］  后续如果研究高速、高温

气体动力学问题时应该加以考虑．
基于对转动自由度松弛变化特性的 Ｒｙｋｏｖ 模型

研究［２８⁃３０］  采用转动惯量描述气体分子的自旋运

动 将分子总角动量守恒作为一个碰撞不变量 在

求解 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型方程的统一算法理论框架［１３⁃１６］

下 构建考虑转动非平衡效应的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型

方程
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ｋＴ
５
２

－ ｍｃ２

２ｋＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ω１（１ － δ）

ｑｒ
ｉ ｍｃｉ

ＰｋＴ
ù

û
ú
ú

ｆ ｔ
１ ＝ εｎ ｍ

２πｋＴｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ ／ ２

ｅｘｐ － ｍｃ２

２ｋＴｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷· １ －[

２
１５

ｑｔ
ｉ

Ｐ ｔ

ｍｃｉ

ｋＴｔ

５
２

－ ｍｃ２

２ｋＴｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － δ）

ｑｒ
ｉ ｍｃｉ

εｎｋＴｔ

ù

û
ú
ú

式中 下标 ｉ 表示空间维度方向 角标 ｔ ｒ 分别表

示弹性碰撞和非弹性碰撞 如 νｔ 和 νｒ 是弹性碰撞频

率和非弹性碰撞频率 μ 为黏性系数 Ｚ 为非弹性

１２
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碰撞松弛因子 ｘｉ 为位置空间坐标 ξｉ 为气体分子

速度分量 ｃ 为气体分子热运动速度 ｎ Ｔ Ｐ 分别

为气体分子数密度、气体流动温度和压力 ｋ 为 Ｂｏ⁃
ｌｔｚｍａｎｎ 常数 ｍ 为分子质量 δ 对于分子间相互作

用规律来说是一个常数 δ ＝ μｔ ／ （ｍｎＤ） Ｄ 是自扩散

系数．
物理空间宏观流动参数可以由 ｆ０ 和 ｆ１ 在速度

空间上积分［１３ ２８］求得

ｎ ＝ ∫ｆ０ｄξ  ｎＵｉ ＝ ∫ξ ｉ ｆ０ｄξ

３
２

ｋＴｔ ＝ １
ｎ ∫ ｍｃ２

２
ｆ０ｄξ  ｑｔ

ｉ ＝ ∫ｃｉ
ｍｃ２

２
ｆ０ｄξ

ε ＝ １
ｎ ∫ｆ１ｄξ  ｑｒ

ｉ ＝ ∫ｃｉ ｆ１ｄξ  ５
２

ｋＴ ＝ ３
２

ｋＴｔ ＋ ε

ｋＴｒ ＝ ε  Ｐ ｔ ＝ ｎｋＴｔ  Ｐ ＝ ｎｋＴ

黏性系数 μ 和非弹性碰撞松弛因子Ｚ 可定义为如下

的形式［２９⁃３０］

μ ｔ ＝ μ（Ｔｔ） ＝ μ（Ｔ∗） ｔ２ ／ ３ ／ φ（ ｔ） ｔ ＝ Ｔｔ ／ Ｔ∗

φ（ ｔ） ＝ ０．７６７ ＋ ０．２３３ｔ －１ ／ ６ｅｘｐ［ － １．１７（ ｔ － １）］

Ｚ（Ｔｔ  Ｔｒ） ＝ ３
４

π φ（ ｔ）
ｔ１ ／ ６

９ｔ
ｔ ＋ ８

Ｔｒ

Ｔｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［０．４６１ ＋

０．５５８１
Ｔｒ

Ｔｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ０．０３５８

Ｔｒ

Ｔｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û
ú
ú

对于氮气 Ｎ２ 而言 Ｔ∗ ＝ ９１．５ Ｋ δ ＝ １ ／ １．５５．

１．２　 无量纲化和速度空间的离散

采用气体动理论数值计算方法可直接捕捉速

度分布函数随时间的演化． 空间坐标、时间、数密

度、流动速度、温度、黏性的无量纲参考量为［１３⁃１６］

Ｌ Ｌ ／ ２ＲＴ∞  ｎ∞  ２ＲＴ∞

Ｔ∞  ５
１６

ｍｎ∞ ２πＲＴ∞ λ∞

而能量（包括平动能和转动能）的无量纲参考量以

及分布函数 ｆ０ 和 ｆ１ 的无量纲参考量分别为

ｍｎ∞ （２ＲＴ∞ ） ３ ／ ２  ｎ∞ （２ＲＴ∞ ） －３ ／ ２

ｍｎ∞ ＲＴ∞ （２ＲＴ∞ ） －３ ／ ２

其中 λ∞ 为来流未扰动区域的分子平均自由程 来

流气体分子最可几热运动速度 Ｃｍ∞ 作为特征速度 

Ｃｍ∞ ＝ ２ＲＴ∞  而 Ｒ ＝ ｋ ／ ｍ．
对于二维流动 为了对速度空间进行降维处

理 在对速度分布函数方程（２）应用离散速度坐标

法之前 需要引入 ３ 个约化速度分布函数 对模型

方程和基于速度空间的宏观流动矩积分进行约化

处理 这样可以减少对计算机内存的需求 提高计

算效率．

ｇ１ ＝ ∫＋∞

－∞
ｆ０ｄξｚ  ｇ２ ＝ ∫＋∞

－∞
ξ２

ｚ ｆ０ｄξｚ

ｇ３ ＝ ∫＋∞

－∞
ｆ１ｄξｚ

得到关于二维约化速度分布函数 ｇｉ（ ｔ ｘ ｙ ξｘ  ξｙ） 
ｉ ＝ １ ２ ３ 的方程． 在此基础上 使用离散速度坐标

法对速度分量 ξｘ  ξｙ 进行数值离散．
应用离散速度坐标方法将物理空间的坐标 （ｘ 

ｙ） 转换到计算平面 （ζ η） 模型方程转化成为每

个离散速度坐标点上包含非线性源项的双曲型守

恒方程

∂Φ
∂ｔ

＋ ∂Ｆ
∂ζ

＋ ∂Ｅ
∂η

＝ Ｓ （３）

其中 Φ ＝ Ｊ［ｇσ ε
１  ｇσ ε

２  ｇσ ε
３ ］ Ｔ  Ｆ ＝ Ｕ·Φ Ｅ ＝ Ｖ·Φ 

Ｓ ＝ Ｊ·Ｓ． ｇσ ε
ｉ ＝ ｇσ ε

ｉ （ ｔ ｘ ｙ） σ ＝ １ ２ … Ｎ１  ε ＝ １ 
２ … Ｎ２  Ｎ１ 和 Ｎ２ 分别为速度空间坐标 ξｘ 和 ξｙ 的

离散点数． Ｊ 为 Ｊａｃｏｂｉ 变换矩阵 Ｊ ＝ ∂（ｘ ｙ） ／ ∂（ζ 
η） ．

Ｕ ＝ ζｘ·ξｘσ ＋ ζｙ·ξｙε

Ｖ ＝ ηｘ·ξｘσ ＋ ηｙ·ξｙε

在离散速度坐标法中 采用合适的积分规则对

分布函数在速度空间进行矩积分 其中积分所依赖

的分布函数仅在某些离散速度坐标点上有确定值．
对分布函数在全速度域上的积分可基于这些离散

速度点上的分布函数值得到． 求解方式是采用

Ｇａｕｓｓ⁃Ｈｅｒｍｉｔｅ 数值积分法 将全域积分转变为基于

权重因子的求和． 基于此 构造某些自适应选取的

离散速度坐标点 （ξｘσ  ξｙε） 以及对速度空间这些点

上的分布函数值进行合理迭代求解至关重要 这将

直接影响数值模拟算法的收敛性和适用性． 值得注

意的是 这些离散速度坐标点确定的速度分布函数

值必须保持正定性．

１．３　 适于非定常流动计算的差分方法

对于非定常流场的数值计算 除了差分格式须

满足耗散控制、色散控制和激波控制条件以保证计

算过程中的稳定性、不产生虚假波动以及良好地捕

捉激波外 还应特别满足保频谱原则 并且要求计

算网格和边界计算方法要与内点计算匹配协

调［３１⁃３２］ ． 一般采用固定时间步长的方法进行显式的

２２
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时间推进 但时间步长必须满足流场计算的格式稳

定性条件．
基于非定常时间分裂方法［４ １３⁃１６ １９］ 将控制方程

（３）分裂成为包含非线性源项的碰撞松弛方程和计

算平面 （ζ η） 上的对流运动方程． 采用 ３ 阶 ＷＥＮＯ
格式［１９ ３３］离散速度分布函数方程的对流项． 源项的

碰撞松弛积分采用 ３ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解． 考

虑到在真实气体流动中对流运动和碰撞松弛具有

相似的过程 在数值计算中需要前向时间步长和后

向时间步长的耦合迭代． 基于此 在时间推进上采

用基于非定常时间分裂法的 ３ 阶显式 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ［３４］时间推进 得到在各个离散速度坐标点处

数值求解约化速度分布函数方程的气体运动论耦

合迭代数值格式

Φｎ＋１ ＝Ｌｓ
Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌη

Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌζ（Δｔ）Ｌη

Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌｓ

Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Φｎ （４）

其中 下标 ｓ 表示源项 ζ η 为计算平面坐标． （４）
式表示在 Δｔ 时间步长之后的分布函数值通过半时

间步长 （Δｔ ／ ２） 的两次松弛演化得到 这样可以提

高该差分离散格式的时间精度．
方程（４）的每一项对应于非线性方程（３）的数

值计算 其中 Ｌｓ  Ｌη 和 Ｌζ 分别表示碰撞松弛源项以

及两个计算平面坐标方向的对流运动项的差分

方程．
∂Φ
∂ｔ

＝ Ｓ

∂Φ
∂ｔ

＋ ∂Ｅ
∂η

＝ ０

∂Φ
∂ｔ

＋ ∂Ｆ
∂ζ

＝ ０

引入 ３ 阶 ＷＥＮＯ 格式［３５］对计算平面进行扫描．
对于时间项 可以使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法（ＲＫ⁃３）来提

高精度．

Φ（１） ＝ Φ（ｎ） ＋ Δｔ·Ｌ（Φ（ｎ） ）

Φ（２） ＝ ３
４

Φ（ｎ） ＋ １
４

Φ（１） ＋ １
４

Δｔ·Ｌ（Φ（１） ）

Φ（ｎ＋１）＝ １
３

Φ（ｎ） ＋ ２
３

Φ（２） ＋ ２
３

Δｔ·Ｌ（Φ（２） ）

数值计算过程中的时间步长 Δｔ 由格式稳定条件

约束

Δｔ ＝ ＣＦＬ ／ ｍａｘ
νｒ ＋ νｔ

２
 

Ｕ
Δζ

 
Ｖ

Δη
æ

è
ç

ö

ø
÷

其中 ＣＦＬ 为时间步长调节系数 一般 ＣＦＬ＜１．

２　 Ｋａｒｍａｎ 涡街形成及运动的数值模拟

２．１　 问题描述

一定条件下的定常来流绕过钝体时 物体两侧

可能会周期性地脱离出旋转方向相反、排列规则的

双列线涡 经过非线性作用后会形成 Ｋａｒｍａｎ 涡街．
以圆柱绕流为例 低 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数时圆柱后方有一对

尾涡 随着 Ｒｅ 的增加 尾迹出现震荡 继续增加

Ｒｅ 近尾迹中涡交替脱落 进入下游 形成持续较

长距离的稳定涡列 即 Ｋａｒｍａｎ 涡街［３６］ ． 本文选取

Ｒｅ ＝ １ ２００ 时作为典型计算条件 对应的计算状态

如表 １ 所示 气体为氮气．

表 １　 低速 Ｋａｒｍａｎ 涡街算例的典型计算状态
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｌｏｗ⁃ｓｐｅｅｄ

Ｋａｒｍａｎ ｖｏｒｔｅｘ ｓｔｒｅｅｔ ｃａｓｅ

Ｒｅ Ｖ∞ ／ （ｍ·ｓ－１ ） Ｋｎ Ｍａ

１ ２００ ５６．５ ０．０００ ２０１ ４ ０．１６

２．２　 圆柱尾迹区的 Ｋａｒｍａｎ 涡街

圆柱直径 ｄ ＝ １ ｍ 数值计算过程中流场网格

关于 ｘ 轴对称（如图 １ 所示） 物理空间的网格量为

（３０１×２０１） 分子速度空间的离散速度点为（１６ ×
１６） 关于速度空间的矩积分采用 Ｇａｕｓｓ⁃Ｈｅｒｍｉｔｅ 积

分法． 圆柱尾迹区 Ｋａｒｍａｎ 涡街的形成、发展、运动

及耗散过程如图 ２ 所示 图中给出的是不同时刻流

场压力等值线云图． 初始时刻流场完全处于来流状

态 壁面扰动从 ｔ ＝ ０ 时刻开始传播． 对于低速流

动 扰动向全流场传播． 在图 ２ （ ａ） 所示的 ｔ ＝
０．０１４ ｓ 时刻 物面边界扰动已经传播到离圆柱较

远的距离 圆柱周围流场基本成形． 此时能够明显

看到圆柱头部区域的高压、 圆柱上下两侧的低压以

及圆柱后方的扰动区都是上下对称的． 到图 ２（ ｂ）
所示的 ｔ ＝ ０．０２４ ｓ 时刻 圆柱后端尾迹区出现了上

下对称的两个低压旋涡结构． 可以看到 低压旋涡

结构的产生是由逆压梯度导致的流动分离． 分离出

的旋涡持续向下游流动 并逐渐发展、扩大． 到图 ２
（ｃ）所示的 ｔ ＝ ０．０５７ ｓ 时刻 尾迹区两个涡在向下

游流动的同时相互接触、互相影响 但此时两个旋

涡依然是对称结构． 而在图 ２（ ｄ）的 ｔ ＝ ０．５６９ ｓ 时

刻 尾迹区两个旋涡结构“对称破缺” 上下两个涡

交替“扩大—收缩” 并继续向下游流动． 这种对称

３２
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性被打破的现象来源于流场的非稳态演化 与外界

干扰、网格结构等并无关系． 随着旋涡结构的持续

运动、发展、相互作用 到图 ２（ｅ）的 ｔ ＝ ０．６８７ ｓ 时刻

形成了“拟序结构” 的尾迹区旋涡序列 并最终形

成了图 ２（ｆ） （ ｇ）所示“ Ｋａｒｍａｎ 涡街”非定常流动

状态． 其中 图 ２ （ ｆ） 和 （ ｇ） 分别是半个周期的

Ｋａｒｍａｎ涡街运动耗散过程 旋涡结构呈现上下交替

演化现象 从图中可以看到 Ｋａｒｍａｎ 涡街脱落、发
展、运动、耗散的整个过程．

图 １　 低速圆柱绕流的物理空间网格
Ｆｉｇ． １　 Ｇｒｉｄ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｓｐａｃｅ ｆｏｒ ｌｏｗ⁃ｓｐｅｅｄ

ｆｌｏｗ ｐａｓｔ ａ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

（ａ） ｔ ＝ ０．０１４ ｓ

（ｂ） ｔ ＝ ０．０２４ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ ０．０５７ ｓ

（ｄ） ｔ ＝ ０．５６９ ｓ

（ｅ） ｔ ＝ ０．６８７ ｓ

（ｆ） ｔ ＝ １．９８５ ｓ

４２
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（ｇ） ｔ ＝ ２．０３３ ｓ

图 ２　 低速圆柱绕流不同时刻的压力等值线云图

Ｆｉｇ． ２　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｌｏｗ⁃ｓｐｅｅｄ ｆｌｏｗ ｐａｓｔ ａ
ｃｙｌｉｎｄｅｒ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ

图 ３ 给出了圆柱绕流尾迹区在半个周期内的

Ｋａｒｍａｎ 涡街交替脱落现象． 从流场的温度等值线云

图中能够更明显地看到圆柱上下顶点稍靠后的位

置交替“甩出”涡旋结构 及其涡脱离的整个过程．
有意思的是 甩出的涡旋结构为低压、低温 而另

一侧对应被压缩的区域则是高压、高温． 产生的

Ｋａｒｍａｎ涡街在离圆柱尾部 ４ｄ 距离以后逐渐被耗散

掉． 图 ４ 详细绘出了半个周期内的流线图 展示了

圆柱尾迹区下半部甩出旋涡到上半部甩出旋涡的

交替演化过程．
图 ５ 给出了本文 ＧＫＵＡ 得到圆柱上下表面的

压力分布与连续流区 Ｎ⁃Ｓ 方程数值计算结果的比

较 其中 Ｎ⁃Ｓ 方程计算中分别采用了层流模型和两

方程 ｋ⁃ε 湍流模型（ＲＡＮＳ）． 可以看到 ＧＫＵＡ 得到

的表面压力分布规律与连续流区经典 Ｎ⁃Ｓ 方程基

本一致． 对于该低速流动 迎风面压力值略高于背

风区 且 ＧＫＵＡ 得到的迎风面压力分布与层流模型

和湍流模型都吻合较好． 背风面压力值的差别相对

来说要大一些 但也在可控范围内（最大偏差低于

２．３％）． 同时可以看出 上下表面压力分布的不对

称性正体现出了流动的非定常特性 这跟尾迹区涡

的交替脱落紧密相关．
分析圆柱绕流尾迹区 Ｋａｒｍａｎ 涡街的演化规律

能够测算出该状态下 Ｋａｒｍａｎ 涡街的周期 Ｔｐ ≈
０．０８７ ６６． 表征 Ｋａｒｍａｎ 涡街非定常运动的 Ｓｔｒｏｕｈａｌ
数 （Ｓｒ） 与旋涡发射频率 ω、 圆柱直径 ｄ 和平均流速

ｖ 之间存在下列关系

Ｓｒ ＝ ωｄ
ｖ

＝ ｄ
Ｔｐ ｖ

其中 旋涡发射频率 ω ＝ １ ／ Ｔｐ ．

图 ３　 圆柱绕流尾迹区半个周期内的 Ｋａｒｍａｎ 涡街
交替脱落现象（温度）

Ｆｉｇ． ３　 Ａｌｔｅｒｎａｔｅｌｙ ｄｒｏｐｐｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｋａｒｍａｎ
ｖｏｒｔｅｘ ｓｔｒｅｅｔ ｉｎ ｈａｌｆ ｐｅｒｉｏｄ ａｔ ｔｈｅ ｗａｋｅ⁃ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｆｌｏｗ

ｐａｓｔ ａ ｃｙｌｉｎｄｅｒ（ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ）

图 ４　 圆柱绕流尾迹区半个周期内的流线图
Ｆｉｇ． ４　 Ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ ｉｎ ｈａｌｆ ｐｅｒｉｏｄ ａｔ ｔｈｅ ｗａｋｅ⁃ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ

ｆｌｏｗ ｐａｓｔ ａ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

（ａ） Ｕｐｐｅｒ⁃ｈａｌｆ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ

５２



气 体 物 理 ２０２１ 年　 第 ６ 卷

（ｂ） Ｌｏｗｅｒ⁃ｈａｌｆ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ

图 ５　 圆柱上下表面压力比较
Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ

该状态下圆柱绕流数值计算得到的 Ｓｔｒｏｕｈａｌ 数
与文献［３７］中的实验值比较如表 ２ 所示． 可以看

到 本文数值计算得到的表征 Ｋａｒｍａｎ 涡街非定常

流动特征的 Ｓｔｒｏｕｈａｌ 数与实验值和公认理论值 ０．２１
都是非常接近的． 考虑到数据量的问题 在数值计

算过程中并没有保存任意时刻的流场结果 而是隔

一定时间保存一次 导致 Ｋａｒｍａｎ 涡街的周期估算

值存在一定偏差． 鉴于此 本次圆柱绕流尾迹区

Ｋａｒｍａｎ 涡街的数值模拟结果是可信的．

表 ２　 圆柱绕流计算得到的 Ｓｔｒｏｕｈａｌ 数与文献比较
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｔｒｏｕｈａｌ ｎｕｍｂｅｒｓ ｆｒｏｍ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｖａｌｕｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｖａｌｕｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ／ ％
０．２０２ ０．２０８［３７］ ２．８８

Ｋａｒｍａｎ 涡街的尺寸比定义为 ｂ ／ ａ 该参数可以

用来描述涡列 其中 ａ 为同涡列中相邻旋涡之间的

距离 ｂ为两列旋涡的间隔（见图 ６）． ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ［３８］

给出涡列稳定的必要条件为尺寸比 ｂ ／ ａ ≈ ０．２８１． 虽
然后人指出 Ｋａｒｍａｎ 涡街稳定的尺寸比并不严格等

于 ０．２８１［３９］  但不同计算条件下相差不多． 本文数

值计算圆柱 Ｋａｒｍａｎ 涡街的尺寸比 ｂ ／ ａ ＝ ０．２８３ 与

ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ 理论推导的结果非常接近（见表 ３） 进

一步验证了气体动理论统一算法模拟 Ｋａｒｍａｎ 涡街

等非定常流动问题是适用的．

图 ６　 Ｋａｒｍａｎ 涡街尺寸比示意图
Ｆｉｇ． ６　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏｓ ｆｏｒ Ｋａｒｍａｎ ｖｏｒｔｅｘ ｓｔｒｅｅｔ

表 ３　 圆柱 Ｋａｒｍａｎ 涡街尺寸比的计算值与理论值比较
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏｓ ｆｒｏｍ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ａｎｄ ｔｈｅｏｒｙ ａｎａｌｙｓｉｓ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｖａｌｕｅ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｖａｌｕｅ

ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｂ ／ ａ ０．２８３ ０．２８１［３８］ ０．７１

２．３　 非对称尖劈产生的涡街

圆柱绕流的 Ｋａｒｍａｎ 涡街是由流动的对称性破

缺引起的 而非对称尖劈绕流则由于流场本身的非

对称性 诱导产生的 Ｋａｒｍａｎ 涡街在空间上是非对

称的 但在时间上呈现出周期变化的规律． 非对称

尖劈的物理空间流场网格如图 ７ 所示 规模为

５８ ４０３个网格点 分子速度空间采用（ ３２ × ３２） 的

Ｇａｕｓｓ⁃Ｈｅｒｍｉｔｅ 积分法． 图 ８ 给出了一个周期内非对

称尖劈诱导涡街的流场压力等值线云图 其中 ｔ ＝ ０
表示该周期的起始时刻 并不是初始时刻． 可以看

到 上下尖劈诱导产生的涡系结构在向下游发展时

是非常规整的 形成了相互干扰又彼此独立的拟序

结构． 在图 ８（ａ）该周期开始时刻 上部尖劈出现诱

导涡分离现象 到图 ８（ｂ） Ｔｐ ／ ４ 时刻上部诱导涡发

育完全 脱离尖劈向下游运动 到图 ８（ ｃ） Ｔｐ ／ ２ 时

刻下部尖劈开始产生诱导涡 到图 ８（ ｄ） ３Ｔｐ ／ ４ 时

刻下部诱导涡发育完全 也向下游运动 到图 ８（ｅ）
ｔ ＝Ｔｐ 时刻上部尖劈又产生新的诱导涡． 如此循环往

复 构成了非对称尖劈诱导 Ｋａｒｍａｎ 涡街的非定常

流动过程．
图 ９ 给出了一个周期内 ｔ ＝ Ｔｐ ／ ２ ｔ ＝ Ｔｐ 两个时

刻的非对称尖劈绕流下游的涡系结构发展 其中展

示的是流线图． 可以看到 非对称尖劈下游涡系结

构比圆柱绕流下游的拟序结构要复杂得多 前者上

下尖角诱导产生的涡核大小略有差别 且相隔半个

周期的涡系结构并不关于 ｙ 轴对称． 这些差异是由

尖劈的非对称性引起的．

图 ７　 非对称尖劈绕流的物理空间网格
Ｆｉｇ． ７　 Ｇｒｉｄ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｓｐａｃｅ ｆｏｒ ｆｌｏｗ ｐａｓｔ

ａｎ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｗｅｄｇｅ

６２
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（ａ） ｔ ＝ ０

（ｂ） ｔ ＝ １
４

Ｔｐ

（ｃ） ｔ ＝ １
２

Ｔｐ

（ｄ） ｔ ＝ ３
４

Ｔｐ

（ｅ） ｔ ＝ Ｔｐ

图 ８　 非对称尖劈绕流一个周期内的压力等值线云图

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｆｌｏｗ ｐａｓｔ ａｎ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｗｅｄｇｅ ｉｎ ｏｎｅ ｐｅｒｉｏｄ

（ａ） ｔ ＝ １
２

Ｔｐ

（ｂ） ｔ ＝ Ｔｐ

图 ９　 尖劈下游涡系结构

Ｆｉｇ． ９　 Ｖｏｒｔｅｘ ａｔ ｔｈｅ ｗａｋｅ⁃ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｆｌｏｗ ｐａｓｔ ａｎ
ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｗｅｄｇｅ

３　 结论

本文在气体动理论统一算法框架下 应用离散

速度坐标法和 ３ 阶 ＷＥＮＯ 格式 以及 ３ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋａｔｔａ 时间推进法 数值求解考虑转动自由度影响

的 Ｒｙｋｏｖ 模型方程 得到了能模拟双原子气体跨流

域非定常流动问题的一种确定论数值计算方法． 对

经典的二维 Ｋａｒｍａｎ 涡街非定常流动现象的模拟 
说明了该跨流域非定常模拟方法能够适用于连续

流区的低速流动 并复现了关于 Ｋａｒｍａｎ 涡街流动

现象的一些规律和理论 
（１）低速圆柱绕流的 Ｋａｒｍａｎ 涡街是由于流动

演化的对称性破缺而产生周期性变化规律 与圆柱

７２
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外形、流场网格等无关 
（２）圆柱绕流的 Ｋａｒｍａｎ 涡街不仅在时间上有

周期性变化规律 而且圆柱上下诱导产生的拟序结

构在空间上也具有对称性 这种空间对称性并不体

现在同一时刻 而是体现在半个周期上的空间

对称 
（３）圆柱绕流的诱导涡产生必然是发生在圆柱

上下顶点靠后的逆压梯度区 
（４）非对称尖劈诱导产生的 Ｋａｒｍａｎ 涡街并不

具有空间对称性 但依然表现出时间上的周期性变

化 且其涡系结构更加复杂．
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